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Problème

Notations et rappels

Si k est un corps commutatif tout élément de k[t] se factorise de ma-
nière unique sous la forme d'un produit de polynômes irréductibles. Si f(t) =
cpn1

1 . . . pnl
l est une telle factorisation pour f(t) ∈ k[t] (ni > 0, pi irréductibles,0 6=

c ∈ k), on note r(f) := p1 . . . pl. Si f,g ∈ k[t], on note (f,g) le pgcd de f et
g et f |g pour signi�er que f divise g. la dérivée de f(t) ∈ k[t] est notée f ′ et
deg(f) désigne le degré de f ∈ k[t].

Dans la première partie on prouve un résultat qui montre que si des po-
lynômes A,B,C ∈ k[t] sont tels que A + B = C, alors le nombre de facteurs
premiers de ABC ne peut pas être trop petit.

Dans la deuxième partie on utilise le résultat établit en I) pour montrer
que le "grand" théorème de Fermat est vrai pour les polynômes dans C[t]. On
donne ensuite une deuxième preuve de ce résultat indépendante de la première
partie.

Dans la troisième partie on applique à nouveau la première partie pour
prouver qu'une certaine équation n'a pas de solutions dans C(t).

Partie I
Soit k un corps commutatif

A)
1. m,a,b ∈ k[t] tel que (a,m) = 1, montrer que m|ab implique m|b.
2. Montrer que si a|m, b|m et (a,b) = 1 alors ab|m.
3. Montrer que f

r(f)
|f ′.

B) On suppose que A,B,C ∈ k[t] sont des polynômes non nuls tels que A +
B + C = 0, (A,B,C) = 1 et deg(A) ≥ deg(r(ABC)).

1. Montrer que (A,B) = (B,C) = (A,C) = 1.
2. Montrer que C ′B − CB′ = AB′ − A′B.
3. Montrer que A

r(A)
B

r(B)
C

r(C)
|C ′B −B′C.

4. Montrer que deg ABC
r(ABC)

> deg(C ′B − CB′).
5. Conclure que l'on doit avoir A′ = B′ = C ′ = 0.

C)
1. Montrer que si le corps k est de caractéristique nulle et si A,B,C ∈ k[t]

sont des polynômes non constants tels que A+B+C = 0 et (A,B,C) = 1
alors

max{deg(A),deg(B),deg(C)} ≤ deg(r(ABC))− 1

2. Montrer que cette dernière égalité n'est pas vraie si le corps n'est pas de
caractéristique nulle.
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Partie II
A)

1. Montrer que pour n > 2, il n'existe pas de polynômes X,Y,Z ∈ C[t] dont
l'un au moins est de degré ≥ 1 et tels que Xn + Y n = Zn. (aide montrer
que l'on peut supposer X,Y,Z premiers entre eux et utiliser la première
partie pour prouver que ndeg(X) ≤ deg(X) + deg(Y ) + deg(Z)− 1).

2. Trouver un triplet (X,Y,Z) ∈ C[t] \ C tel que X2 + Y 2 = Z2.

B) On va redémontrer le résultat en II, A,1 ci dessus indépendamment de la
première partie. On pose ε = e2iπ/n et on suppose que a,b,c ∈ C[t] sont tels que
an + bn = cn où n > 2. et l'un au moins des polynômes a,b,c est de degré ≥ 1.

1. Montrer que l'on peut supposer n premier et (a,b,c) = 1.
2. Montrer que an + bn = (a + b)(a + bε) . . . (a + bεn−1). (remarquer que 2

et le seul premier pair).
3. Montrer que (a + bεr,a + bεs) = 1 si r 6= s (1 ≤ r,s ≤ n− 1).
4. Montrer que pour tout i ∈ {1, . . . ,n − 1} il existe fi(t) ∈ C[t] tels que

a + bεi = fn
i .

5. Montrer que a =
fn
1 −εfn

0

1−ε
, b =

fn
1 −fn

0

ε−1
et fn

2 = (ε + 1)fn
1 − εfn

0 .
6. On pose a1 = ( n

√
ε + 1)f1 et b1 = − n

√
εf0, montrer que le triplet (a1,b1,f2)

satisfait l'équation Xn + Y n = Zn.
7. On pose N := max{deg(a),deg(b),deg(c)} montrer que

max{deg(a1),deg(b1),deg(f2)} ≤ N

n

.
8. Conclure qu'il n'existe pas de polynômes X,Y,Z ∈ C[t] dont l'un au

moins est de degré ≥ 1 et tels que Xn + Y n = Zn.

Partie III
Soient x,y ∈ C(t) tels que y2 = x3 + x. On pose x = m

M
y = n

N
où m,N,m,n ∈

C[t] et (m,M) = 1 = (n,N).
1. Montrer que M3 = cN2 pour un ceratin 0 6= c ∈ C. En déduire que l'on

peut supposer que M3 = N2. On fait cette hypothèse pour la suite...
2. Montrer qu'il existe e ∈ C[t] tel que M = e2 et N = e3.
3. Montrer que n2 = m(m2 + e4) et en déduire qu'il existe u ∈ C[t] tel que

m = u2.
4. Montrer qu'il existe z ∈ C[t] tel que u4 + e4 = z2et utiliser la partie I)

pour conclure que l'équation y2 = x3 + x n'a pas de solution non triviale
dans C(t).


