Probléme

Notations et rappels

Si k est un corps commutatif tout élément de k[t] se factorise de ma-
niére unique sous la forme d’un produit de polyndmes irréductibles. Si f(t) =
cpyt ... p;" est une telle factorisation pour f(t) € k[t] (n; > 0, p; irréductibles,0 #
c € k), on note r(f) :=p1...p. Si f,g € k[t], on note (f,g) le pged de f et
g et f|g pour signifier que f divise g. la dérivée de f(t) € k[t] est notée f’ et
deg(f) désigne le degré de f € kft].

Dans la premiére partie on prouve un résultat qui montre que si des po-
lynomes A,B,C' € klt] sont tels que A+ B = C, alors le nombre de facteurs
premiers de ABC' ne peut pas étre trop petit.

Dans la deuxiéme partie on utilise le résultat établit en I) pour montrer
que le "grand" théoréme de Fermat est vrai pour les polynomes dans C[t]. On
donne ensuite une deuxiéme preuve de ce résultat indépendante de la premiére
partie.

Dans la troisiéme partie on applique a nouveau la premiére partie pour
prouver qu’une certaine équation n’a pas de solutions dans C(t).

Partie 1
Soit k£ un corps commutatif
A)
1. m,a,b € k[t] tel que (a,m) = 1, montrer que m|ab implique m|b.
2. Montrer que si a|lm, blm et (a,b) = 1 alors ab|m.
3. Montrer que %U”.
B) On suppose que A,B,C € k[t] sont des polynomes non nuls tels que A +
B+ C =0, (AB,C)=1et deg(A) > deg(r(ABC)).
1. Montrer que (A,B) = (B,C) = (A,C) = 1.
Montrer que C'B — CB' = AB' — A'B.
Montrer que (‘:) ré L ]C”B B'C.

Montrer que deg ’359% > deg(C"B CB')

Conclure que I'on doit avoir A’ = B’ = C'" = 0.

A

1. Montrer que si le corps k est de caractéristique nulle et si A,B,C' € k[t]
sont des polynémes non constants tels que A+ B+C =0et (A,B,C) =1
alors

max{deg(A),deg(B),deg(C)} < deg(r(ABC)) —

2. Montrer que cette derniére égalité n’est pas vraie si le corps n’est pas de
caractéristique nulle.



A)

1.

2.

Partie 11

Montrer que pour n > 2, il n’existe pas de polynéomes XY, Z € C|t| dont
I'un au moins est de degré > 1 et tels que X" +Y" = Z". (aide montrer
que 'on peut supposer X,Y,Z premiers entre eux et utiliser la premiére
partie pour prouver que ndeg(X) < deg(X) + deg(Y) + deg(Z) — 1).
Trouver un triplet (X,Y,Z) € C[t] \ C tel que X? +Y? = 72,

B) On va redémontrer le résultat en II, A1 ¢i dessus indépendamment de la

premiére partie. On pose € = e

Zim/n et on suppose que a,b,c € C[t] sont tels que

a™ 4+ b" =" oun > 2. et 'un au moins des polynéomes a,b,c est de degré > 1.

1.
2.

Montrer que 'on peut supposer n premier et (a,b,c) = 1.

Montrer que a” + b™ = (a + b)(a + be) ... (a + be" ™). (remarquer que 2
et le seul premier pair).

Montrer que (a + be",a+be’) =1sir#s (1 <r,s<n-—1).

Montrer que pour tout i € {1,...,n — 1} il existe f;(t) € C[t] tels que
a+be' = f].

5. Montrer que a = %, b= ot fr = (e+1)f" —efr.

e—1

6. On pose a; = (Ve + 1) f1 et by = —{/efo, montrer que le triplet (aq,bq,f2)

Soient x,y € C(t) tels que y*> = 2® + x. On pose . = % y =
C[t] et (m,M) =1 = (n,N).

1.

satisfait ’équation X" + Y" = Z™.
On pose N := maz{deg(a),deg(b),deg(c)} montrer que

mar{deg(a) deg(h).deg(f2)} <

Conclure qu’il n’existe pas de polynomes X)Y,Z € CJt| dont I'un au
moins est de degré > 1 et tels que X" +Y" = 2",

Partie III

n

~ oum,N,mn €
Montrer que M? = ¢N? pour un ceratin 0 # ¢ € C. En déduire que I'on
peut supposer que M3 = N2. On fait cette hypothése pour la suite...
Montrer qu’il existe e € C[t] tel que M = e® et N = €.

Montrer que n* = m(m? + e*) et en déduire qu’il existe u € C[t] tel que
m = u?.

Montrer qu’il existe z € C[t] tel que u* 4 e* = z2et utiliser la partie I
pour conclure que 1'équation y* = 2® + z n’a pas de solution non triviale

dans C(t).



